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Microjikai concept
—Concepts triggered by the study of QSO
Bao Xuexing

Wenzhou City Housing Fund Management Center, comprehensive archives, Wenzhou City,
Zhejiang

Email:bao@wz.zj.cn; 592519806@qq.com

Abstract

A new concept of microjikai is created by author in solving the problem of quasars.
This paper introduces its creating background，and the related new concepts -- microsquare,
micrologarithm, microroot, definitejikai, microsquare equation, micrologarithm equation，
microroot equation etc. And the applications of these concepts in the fields of physics,
astrophysics, dynamic geometry，finance，population statistics will show its advantage of
high efficiency.

1. Discusses the solution it is solve dimensional crisis of logarithm.

2. Based on the theory of relativity，it can be strictly proved that the gravitational

redshift is that
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the original general relativity gravitational redshift formula is a first-order approximate
formula under weak gravitational. According to the theory of solving the verification of
quasars SDSS DR7 data，to make the quasar Hertzsprung Russell diagram，a gap can be found
in the dense quasar region. And the gap parameters should be similar to divide both sides of
the quasar parameters，but the quasars do not fall into the gap，it is worth deep analysis of
astronomers.

Keywords
micrologarithm; microsquare equation; interest rate; population growth rate; redshift;
gravitational redshift quasars

Subject Areas: Math & Physics
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微 积 开 概 念

——由类星体研究引发的概念

包学行

温州市住房公积金管理中心，浙江，温州市

Email： bao@wz.zj.cn；592519806@qq.com

收稿日期：2016 年 8月 11 日；发布日期：2016 年 8月 12日

摘 要

1. 微积开概念为作者在求解类星体问题中产生，本文介绍其产生背景，介绍了微积开的基本概

念――微开、微对数、微根、定积开、微开方程、微对数方程、微根方程等，以及这些概念在物理、天

体物理、动态几何、金融、人口统计等领域的意义与应用例子，在这些例子中微积开概念的优越性表现

为联系问题的高效率。

2. 论述了对数量纲危机的解决办法。

3. 在相对论基础下严格地论证了引力红移应为 (下式中 k为自然数)
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原广义相对论引力红移公式是弱引力下的一阶近似公式。按本文的理论求解验证类星体 SDSS DR7 等

数据，作出的类星体赫罗图，在密集的类星体区域中却有一条鸿沟，鸿沟的参数应与鸿沟二侧的类星体

参数相近，但类星体却不会落入鸿沟，且二岸类星体光谱特性有明显差异，值得天文学家深入分析。

关键词

微对数; 微开方程; 利率; 人口增长率; 红移; 引力红移; 类星体
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0. 引言

微积开概念作为一种新的数学概念，其生命力在于：对适用问题的联系实际问题的高效率。微积开

概念就是在研究类星体问题中产生。

微积开概念的产生至今已有四十多年了，虽然潜科学网站等曾经推荐介绍微积开概念，但是目前仍

很少有人知道微积开概念的意义。因此，想通过本文把微积开概念介绍给大家。微积开概念的产生与我

接触问题与学习知识的序列有关。微积开概念萌芽产生于作者学习高等数学之前，绝大部分的微积开概

念产生于作者学习高等数学的过程中。如果在大学毕业后才接触同样的问题，也许作者就不会产生微积

开概念了。

1. 微积开概念的产生

1.1. 微对数概念的萌芽

这是作者学习高等数学之前的事。1975 年的一天，作者看到了《物理学的未知世界》一书，其中一

段关于类星体的描述吸引了作者，当时作者曾将此段摘录于作者的笔记本上：

宇宙扩张 红移规律使我们能够精确地计算出……，计算结果是，星系间的距离

每增加 10
24
厘米，离散速度每秒钟就加快 55 公里。

当时作者还未找到计算星系距离与红移量的关系的哈勃定律计算式，因为很想马上算一算星系距离

与红移量的关系，因此作如下推导：

设星光传播单位时间后，光子的能量有一非常微小的损耗率 b ，也就是星光经传播单位时间后能量

变化倍率 (剩余率) 为 1 - b。若星系距离为 r，光速为 c ，那么光子传播经历的时间为 r/c。若 E0 为

光子从光源发出时具有的能量，E 为被观测时光子的能量值，那么星系距离 r 与光子能量变化的关系为
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 (1.1.1)

红移量的定义为[1]
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红移量为 Z 的星光从发出至传播到地球其能量的变化倍率为
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(1.1.3)

上式中 h 为普郎克常数，v0 与λ0 为光子的从星体发出时的频率与波长，v与λ为光子被观测时的频率

与波长，Δλ为光子的波长变化量。

结合 (1.1.1) 式与 (1.1.3) 式，得

,
1

1)1(
Z

b c
r


 (1.1.4)

对上 (1.1.4) 式取以 (1-b) 为底的对数，再乘以 c ，得距离 r 与红移量 Z 的关系为
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http://survivor99.com/pscience/paper/p20.htm


HANS Preprints NOT PEER-REVIEWED

汉斯预印本 未经同行评审

4

HANS PrePrints | https://doi.org/10.12677/hans.preprints.xxx. | CC-BY 4.0 Open Access | rec: 11 August 2016, publ: 12 August 2016

上式中的 b 为一个远小于 1 非常微小的数，因此这是一种微对数概念的萌芽。但当时作者仅意识到这

是一种普通的对数概念。

上述的推导是为了让大家了解 (1.1.5) 式的来历原理，如果脑中有了这种对数的概念，并已了解这

些量的意义，是不必列出 (1.1.1) 式与 (1.1.4) 式就可直接写出 (1.1.5) 式的。作者当时就是由对数概念

直接写出 (1.1.5) 式的。

后来找到了哈勃定律计算式后，才知哈勃定律与作者的上 (1.1.5) 式不一样。 作者当时还未学过对

数换底公式，因此就将上式原封不动地写信告诉了紫金山天文台。 紫金山天文台恒星室回信告诉作者，

他们对此式非常感兴趣，因为他们已用大量的类星体数据对该式作了验证。

后来作者也就此请教几位热心自然科学的朋友，他们说这个问题他们是用微分方程解的，你怎么用

初等数学的对数方法解出了，他们用微分方程再解了一次这个问题，并用对数换底公式将作者的公式换

底后，并设

H = -ln(1-b)， (1.1.6)

得二者结果吻合为 (详见本文的附录 1 用微分方程解距离红移问题)：

 Z
b

cr 


 1ln
)1ln(

 .1ln Z
H
c

 (1.1.7)

此后作者就开始自学高等数学。 后来，作者用幂级数展开 (1.1.7) 式，得[2]
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在 Z << 1 时，忽略高次项保留一次项后 (1.1.8) 式即简化为哈勃定律，即

.Z
H
cr  (1.1.9)

忽略高次项会引起把 星系类 天体距离确定偏远，把各星系的间距确定偏高，误把星系质量确定偏

高。

中国科技大学天体物理组的一篇关于类星体统计分析的论文中，他们得出的结论为：红移量与距离

的关系是[3]

,19.0 2ZZr  (1.1.10)

在 Z > 1 时与哈勃的线性关系有明显的偏差。

在比较了 (1.1.8) 式展开式系数与 (1.1.10) 式系数的差异后，使作者意识到类星体的红移量 Z 中不

仅仅只包含与距离有关的红移量，而且还包含与引力有关的红移量，只有分离出引力红移后，才能得出

正确的类星体距离。否则将会误将类星体的质能定得不可理解，误出难以理解的暗物质来。

于是作者就要寻找引力红移公式，但手头一时找不到，只好自己推导，结果在推导中产生了定积开

(它不是定积分)概念。

正是产生微积开概念过程，使作者找到了一种从类星体红移量 Z中分离出距离红移量与引力红移量

的方法。

1.2. 定积开概念的产生

为了自己推导天体的引力红移公式，作者的思路是这样的：按相对论的质能关系，具有能量 hv 的

光子应具有质量 m = hv/c 2，h为普郎克常数，v为光子频率。那么一个质量为 m 的光子脱离质量为M，
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尺度半径为 R的天体的表面至 ∞ 远处必得作功消耗能量 而引起光谱红移，对于恒星发出的光子脱离

其引力时，引力红移是很小的，因此光子质量 m的变化也很小，先近似地设 m 为常量 ，设 G 为万有

引力常数 ，R≤r ≤∞，r 为光子传播路径上光子与星体中心的距离，那么光子脱离恒星，因作功的消

耗，光子的能量变化量为 (下式中的负号为引力方向与光子运动方向相反而加)
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恒星的引力红移可使用广义相对论的习惯的定义表示为
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它与天文学的红移量 Z 定义式 (1.1.2) 不一样，因此，本文用小写字母 z 表示使用广义相对论的习惯定

义的红移，加足标 y 后 zy 表示为引力红移。将 (1.2.1) 式代入，得
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(1.2.3) 式与广义相对论的引力红移公式最终引用计算式是一致的[4]。这使作者意识到广义相对论的引力

红移公式{即式 (1.2.3) }仅是一条适用于弱引力红移的公式，因为在作者推导 (1.2.3) 式时近似设光子的

质量 m为常量。当一个光子脱离强引力场时，光子的质量变化很大，不能把光子质量作常量处理，所以

(1.2.3) 式不适用于强引力红移。

因此作者就考虑要计算光子 m在变化过程中对 (1.2.1) 式的积分。这本是一个用微分方程解的问题，

但作者当时还未自学到微分方程部分，用定积分又解不出了。作者就用如下的方法解决了这个问题：

设 m = hv/c2 为光子的瞬时质量，v 为光子在 r 处时的瞬时频率，那么光子在距星体中心 r 处再

远离至 r + dr 处，在这 dr 路程中引力对光子作功为

,222

2

2 dr
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r
c
hGM

dr
r

GMmdE 


 (1.2.4)

上式中的负号为引力的方向与光子的运动方向相反而加，在 r + dr 处剩余的能量为

,22 dr
rc

GMhhdEE   (1.2.5)

传播距离 r 得增量 dr后，能量变化倍率 (比率)为

,1 22
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设光子在星体表面的频率为 v0 ，星体半径为 R，那么光子脱离星体表面至 ∞ 处它的能量将变为

vhE 
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上式中的足标表示变量在各时点上的值，用连乘积符号可把上式表示为
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(1.2.8)

这就产生了一种和定积分有点类同的运算，定积分计算的是无穷多项的和，而 (1.2.8) 式计算的是无穷

多个因子的积。作者当时把这种运算叫做乘积分，并把上述 (1.2.8) 式记作

.1 220 dr
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GMhvvhE
R




 (1.2.9)

并证明了计算乘积分的通用公式为

    .exp1 
b

a

b

a dxxfdxxf (1.2.10)

因此求得 (1.2.9) 式的值为
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对上式两边除 hv0 得
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(1.2.12)

那么引力红移为

,exp11 2
00

0 
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vvzy (1.2.13)

用 (1.2.13) 式，作为建立类星体方程组中的一条方程，分离了类星体的红移量中的引力分量后，得到类

星体距离与星系距离为同一数量级，分析各项数据进行验证显示其比大爆炸理论理合理，详细请参阅“附

录 2 类星体的本质 (验证 1)”文。近年又用类星体 SDSS DR7 数据作进一步的验证，进一步显其比大爆

炸理论合理，详细请参阅“附录 3 类星体在赫罗图上的分族特性——类星体的本质 (验证 2) 简介”一文。
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将 (1.2.13) 式展开为幂级数，得[5]
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GM (1.2.14)

对于恒星，在 GM/(c 2R) 很小时，忽略高次项，保留一次项即得到广义相对论的引力红移公式 (1.2.3)。
如 太阳 的 引力 红 移用 (1.2.3) 式 求得 值 为 2.1215165067121×10-6 ， 而 (1.2.14) 式 求得 值为

2.1215142562703×10-6，二者在前 5位有效数值内无区别，第 6 位有效数起才有差别。

但对于类星体、脉冲星等强引力天体忽略高次项后，与实际情况会偏差很大，应用广义相对论的引

力红移公式会很纠结；例如，黑洞理论中“黑洞”应属定义为强引力天体，但却不能洽当地把广义相对

论的引力红移公式 (及后来强调的施瓦西引力红移公式)应用于其中。

为了把引力红移 (1.2.13) 式化为用天文习惯的红移量表示，作如下变换
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 (1.2.15)

即

,exp1
1 2 
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y (1.2.16)

移项，得

,exp
1

1
2 








 Rc
GM

Z y (1.2.17)

二边取对数，再乘 -1，得

  .1ln 2Rc
GMZ y  (1.2.18)

1.3. 微开方程概念的产生

后来作者分析了定积分与乘积分的关系，发现乘积分更确切应叫一个与定积分对应的名称定积开，

并有四种不同类型的定积开；因为与微分对应有微开有四种主要的型式，与微商 (导数)对应有微对数

及微根二种，与不定积分对应有不定积开，与微分方程对应的微开方程有二种，一种为微对数方程，一

种为微根方程。

我们都知道导数 (微商)为常数的问题，如恒速运动的位移与时间的关系可用乘法计算，逆运算用

除法；导数 (微商)为非常数的问题，如变速运动位移与时间的关系可用定积分计算。

上述作者求解的类星体的红移量与距离公式及引力红移量公式问题，对应地为：
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微对数为常数的问题，如类星体的红移量与距离关系中，红移量与时间的关系可用乘方计算，逆运

算用对数；微对数为非常数的问题，如引力红移公式可用定积开计算。归结如下 (表 1)。

表 1 微商与微对数对应表

常数 非常数

微商 S = vt，v = S/t，t = S/v .2

1

t

t
vdtS

微对数
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作者当时想：类星体的红移量与距离公式及引力红移公式问题在微积分中是用微分方程解的问题，

在微积开概念中都不用方程解，那么微积开概念中的微开方程将可解什么问题呢？正在作者百思不得其

解的时候，一个巧遇使作者得到了第一个线索。

因作者的父亲数学较好，他退休后仍为《温州医学院学报》审稿，这天他正在审一篇有关统计的稿

件，桌上正摊开一本参考书《卫生统计学》，翻在人口增长率 的定义这一页上，作者发现人口增长率

的定义就与微对数相关。

于是作者设想一个封闭域中的人口的演化与阻尼弹簧振子或 RLC 充放电电路应有对应关系。弹簧

振子或 RLC 充放电电路的描述二阶微分方程为

,fkyyKym  (1.3.1)
与

,1 uqCqRqL  (1.3.2)

而一个封闭域中的人口的演化可由二阶微根方程描述，即

    .0
2

123

FRRR C
kk

 
(1.3.3)

(详见下文介绍)。

2. 微积开的基本概念

2.1. 增率

增率是与增量对应的一种概念。
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2.1.a 增率的定义

设函数 y = f(x) > 0 ，它在 x点的某邻域上有定义，在该邻域内当 x 得到增量 ⊿x 时，则增率为

 
  .
xf
xxfy 


(2.1a1)

2.2. 微对数

微对数是与微商 (导数)对应的一种概念。

2.2.a 微对数的定义

设函数 y = f(x) > 0，它在点 x0 处若极限

 
  .loglimloglim

0

0
10010 xf

xxfy xxxx


 

(2.2a1)

存在，则此极限就称作 f(x) 在点 x0 处的微对数，记作

 00
xfy xx




 

010
loglim yxx

 

 
  .loglim

0

0
10 xf

xxf
xx


 

(2.2a2)

如果每一个值 x0∈ D1 都唯一确定一个值 f ∨(x0)，则 f(x) 的微对数仍为定义在 D1 域上的 x 的函

数，记作

  yxfy xx
 


10

loglim

 
  .loglim 10 xf

xxf
xx


 

(2.2a3)

叫做 f(x) 的微对数函数，不过通常仍把 f ∨(x0) 与 f ∨(x) 统称为微对数。

定理 1 设 f '(x) 存在，且 f(x) ≠ 0，则 f ∨(x) 存在，并有

   
  .
xf
xfxf




(2.2a4)

定理 1 证明 根据微对数的定义有 f(x) > 0，则

   
 xf
xxfxf xx
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loglim

   
 x

xfxxf
x 




 1ln
lnlnlim

0

   
 x

x
x

xfxxf
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1ln

lnlnlim
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(2.2a5)

因为 f '(x) 存在，并 f(x) ≠0，所以 f ∨(x) 存在。证毕。

2.2.b 微对数在人口统计学中的意义

人口增长率 ZL 的定义为[6]

   
    

,

2
1 t

ttRtR

tRttRZL 





(2.2b1)

上式中规定Δt 取一年，R(t) 为在时间 t 时的人口数。

如果人口增长率是时间 t 的函数，要考虑瞬时人口增长率 SZL，则对 (2.2b1) 式求 ⊿t→0 的极限，

得瞬时人口增长率

   
     























t

ttRtR

tRttRSZL
t

2
1lim
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2lim
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t
tRttR
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tR
tR

 

,

 tR 

(2.2b2)
因此可知：微对数在人口统计学中的意义为瞬时人口增长率。

2.2.c 微对数在原子物理中的意义

我们知道高速粒子的运动质量为[7]

  ,1
1

2
1

2

2

0

2

2
0
















c
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c
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mvmm
(2.2c1)

对上式求微对数，得
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 (2.2c2)

上式中的

,
2

v
cV  (2.2c3)

为德布罗意波的波速。
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从 (2.2c2) 式可知，粒子运动质量对运动速度的微对数为该粒子相关的德布罗意波的波速与该粒子

运动速度差的倒数。这种关系隐含着粒子的一种什么特性呢？作者对原子物理知道得太少了，留给大家

去思考吧。

2.2.d 微对数在动态几何中的意义

图 1 动态坐标图

在极坐标系中的轨迹 Mm 上见 (图 1) 的任一点 M 的矢径为 OM，轨迹 Mm 的极坐标方程为

 ,rr  (2.2d1)
直角坐标系中的参数方程为

  ,cosrx 
(2.2d2)

  ,sinry 
(2.2d3)

y 轴从原点 O 指向上方，(图 1) 中未画出。这条轨迹在 M 点的切线 Mk 与 Ox 轴的夹角为α，斜率为






d
dx
d
dy

dx
d

d
dy

dx
dy 

   
    


sincos
cossin




rr
rr



   
    ,



tgrr
rtgr



 (2.2d4)

现有一个动态直角坐标系 vMu，M 为该动态直角坐标系的原点，该原点 M 永远位于轨迹 Mm 上，

动态直角坐标系中的 u 轴永远指向直角坐标系 xOy 的原点 O。在动态直角坐标系 vMu 中轨迹 Mm
在M点 (动态原点) 的切线 Mk 与 Mv 轴的夹角为 ψ，在三角形 OMk 中有

  ,
2

2  





  (2.2d5)

由上式解得
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,
2

3   (2.2d6)

那么，在该动态直角坐标系 vMu 中轨迹 Mm 在 M 点的斜率为







 






  

22
3 tgtgtgdv

du

  ,1



ctgctg
ctgctgctg




 (2.2d7)

因为

,11

dx
dytg

ctg 



(2.2d8)

将 (2.2d4) 式代入上 (2.2d8) 式，得

   
    ,


rtgr
tgrrctg




 (2.2d9)

将 (2.2d9) 式代入 (2.2d7) 式，得
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 (2.2d10)
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由此可知极坐标中的轨迹方程 (2.2d1) 的微对数  r 即为动态坐标系 vMu中该轨迹的斜率 (微
商)，即

  

dv
dur  (2.2d11)

2.2.e 微对数在其它学科中的意义简述

此外推导一下即可明白：

微对数在银行计息中的意义为利率；

微对数在放射性物质的衰变过程中的意义为衰变系数；

微对数在缆绳绕木桩牵力变化中的意义为力的衰变系数；

微对数在火箭动力学中的意义为燃料的消耗系数；

微对数在 RC充放电电路中的意义为电路的 RC 时间参数，如果 R 与 C 为都为常数的话，为 RC 时

间常数；

等等。

2.3. 微根

微根也是与微商 (导数) 对应的一种概念。

2.3.a 微根的定义

设函数 y = f(x) > 0，它在点 x0 处若极限

 
  x

x
x

x xf
xxfy 







0

0
000

limlim (2.3a1)

存在，则此极限就称作 f(x) 在点 x0 处的微根，记作

  x
x

xx yxfy 





  000 lim0

 
  .lim

0

0
0

x
x xf

xxf





 (2.3a2)

如果每一个值 x0∈D2 都唯一确定一个值 f ^ (x0)，则 f(x) 的微根仍为定义在 D2 域上的 x 的函数，

记作

  x
x

yxfy 


 
0

lim

 
  ,lim

0
x

x xf
xxf





    (2.3a3)

叫做 f(x) 的微根函数，不过通常仍把 f ^ (x0) 与 f ^ (x) 统称为微根。

定理 2 设 f '(x) 存在，且 f(x) ≠0，则 f ^(x) 存在，并有

   
   .expexp xf
xf
xfxf  


 (2.3a4)

定理 2证明 根据微根的定义有 f(x)> 0，则

   
 

x
x xf

xxfxf 


 


0
lim
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 lnlimexp
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xfxxf
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lnlnlimexp
0

 

  


xf
x

lnlimexp
0

 

 
   ,expexp xf
xf
xf 


  (2.3a5)

因为 f '(x) 存在，并 f(x) ≠0，所以 f ^(x) 存在。证毕。

2.3. b 高价微根的定义

当 x 变动时 f ^(x) 仍为 x 的函数，如果对 f ^(x) 再求一次微根 [f ^(x)]^ (如果存在的话)就称为

f(x) 的二价微根，记为

     .2


  xfxf (2.3b1)

一般地，我们定义 n 阶的微根为 (n-1) 阶微根的微根，即

     .)1(


  xfxf nn
(2.3b2)

定理 3 如果函数 y 的 n 阶微根存在，则有

   .lnexp nn yy 
(2.3b3)

定理 3证明 n = 1 时，由定理 2 知

  ,lnexpexp 



 


 y

y
yy (2.3b4)

定理 3 成立。设 n = k 时，定理 3 也成立，则有

   .lnexp kk yy 
(2.3b5)

那么当 n = k+1 时，则有

      kk yy 1

  
 

 
 k

k

y
yexp 
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   k

k

y

y

lnexp

lnexp
exp











 

       
   k

kk

y

yy

lnexp

lnlnexp
exp




 

   .lnexp 1 ky  (2.3b6)

因此对于一切自然 n定理 3 都成立。证毕。

2.3.c 微根在人口统计学中的意义

在 2.2.b 节中提到微对数 R ∨(t) 为人口增长率，而微根

   ,exp tRtR   (2.3c1)
微根  tR 与微对数  tR 两者为正变相关，微根  tR 同样能反应人口增长的情况，因此给微

根  tR 一个专门的名称叫做人口根率。

在物理学中质点位置  tx 的微商  tx' 为质点的运动速度，为反应速度的变化，可再对微商

 tx' 再求一次微商，即二阶微商  tx '' 为质点的加速度。

对应地，在人口统计学中可对人口根率  tR
再求一次微根，即二阶微根  tR 2

来反应人口根

率的变化情况，并给二阶微根  tR 2
一个专门的名称叫做人口加根率。

2.4. 微开

微开为与微分对应的概念。

2.4.a 微开的定义

为了分析函数增率在瞬间的变化情况，对增率 (2.1a1) 式取

0 xdx (2.4a1)

的极限，因 f(x)> 0 ，所以有

 
 xf

xxfy 


 
 xf

xxf 
 lnexp

    ,lnlnexp xfxxf 
(2.4a2)
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根据增量与微分的关系[8]，令 u =lnf(x)，则

   xfxxf lnln 

u

 xOxu 

    xOxxf  ln

 
   xOx
xf
xf






   ,xOxxf  
(2.4a3)

上式 (2.4a3) 中的 O(⊿x) 为高阶无限小，将 (2.4a3) 式代入 (2.4a2) 式，得

 
       ,exp xOxxf
xf
xxfy 


 

(2.4a4)

当取 dx =Δx→0 的极限，忽略高阶无限小 O(⊿x)，得微开为

    ],exp[]exp[ dxxfxxfy   (2.4a5)
我们把上式 (2.4a5) 叫做微开的 exp 式。

此外，微开还可表示为

  ]exp[ dxxfy 

    
 dxxf

dxxfdxxf

















 

1

1

  
 
 dxxf
dxxf

dxxf




 1

  ,1 dxxf  (2.4a6)

即

  ,1 dxxfy  (2.4a7)

我们把上式 (2.4a7) 叫做微开的和底式。为什么叫做微开的和底式，你把该和底式中看作有一个指数 1，

就不难理解了。

此外，微开还可表示为

  dxxfy  exp
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 dxxf

dxdx
















1

1

 
 
dx
dxxf

dx


 1

   ,1 xfdx


 (2.4a8)
即

   ,1 xfdxy


 (2.4a9)
我们把上式 (2.4a9) 叫做微开的指式。

此外，微开还可表示为

  dxxfy  exp

    dxxf  exp 

   ,dxxf   (2.4a10)

即

   ,dxxfy  (2.4a11)

我们把上式 (2.4a11) 叫做微开的底式。

此外，微开还可表示为其它形式在此不详述了。

2.5. 定积开

定积开是与定积分对应的概念，定积开有和底定积开、指定积开、底-指定积开、底定积开等几种

定积开。

2.5.a 和底定积开的定义

设函数 f(x) 在区间 [ a，b ] 上连续且 f(x) > 0，用分点

bxxxxxxa nii  1210 (2.5a1)

把区间 [ a，b ] 分为 n 个小区间 [ xi-1，xi ] 其长度各是

),,3,2,1(,1 nixxx iii      (2.5a2)

maxΔx表示小区间 [ xi-1，xi ] 中最大的一个的长度。在每个小区间 [ xi-1，xi ] 上任取一点 ξi ，即

     ),,3,2,1(,,1 nixx iii  
(2.5a3)
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作乘积

  ,1
1




n

i
iin xfJ  (2.5a4)

当每一个小区间 [ xi-1，xi ] 都无限缩小时的极限

  






n

i
ii

x
n

xfJ
1

0max

1lim  (2.5a5)

存在，则把此极限 J叫做函数 f(x)在区间 [ a，b ] 上的和底定积开，记作

      .11
1

0max

lim 






n

i
ii

x
n

b
a xfdxxf 

(2.5a6)

上式中的函数 f(x) 称为被积函数，1 + f(x)dx 称为被积表达式，变量 x称为积开变量，a与 b分别称为

积开下限与积开上限，区间 [ a，b ] 称为积开区间。

2.5.b 和底定积开的计算

和底定积开的计算可通过以下的定理 4、定理 5 转化为定积分计算。

定理 4 设函数 f(x) 在区间 [ a，b ] 上连续，且 f(x) ≠ 0，那么函数 f(x) 在区间 [ a，b ] 上的和

底定积开存在，和底定积开与定积分的关系为

    .exp1 
b

a

b
a dxxfdxxf (2.5b1)

定理 4证明 因函数 f(x) 在区间 [ a，b ] 上的连续，那么根据闭区间连续函数有界性定理
[9]
，函

数 f(x) 在区间 [ a，b ] 上有界。因 f(x) ≠ 0，那么函数 f(x) 在区间 [ a，b ] 上不会过 x 轴，一种

情况为 f(x) > 0，另一种情况为 f(x) < 0，不管哪一种情况，函数 f(x)) 在区间 [a，b ] 上的定积分都存

在，因此有
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  .exp dxxf
b

a (2.5b2)

证毕。

定理 5 设函数 f(x) 在区间 [a，b] 上连续，那么函数 f(x) 在区间 [a，b] 上的和底定积开存在，

和底定积开与定积分的关系为

      .exp1 dxxfxf
b

a

b
a  (2.5b3)

定理 5 证明 设函数 f(x) 在区间 [a，b] 上的连续，且 f(x)≠ 0，这是定理 4 已证明了的情况。

现设函数 f(x) 在区间 [a，b] 上有 c1，c2，c3，……cn 共 n 个过 0 点 (与 x 轴的交点)，在这 n个
过 0 点处和底定积开的被积表达式

  ,1011  dxdxxf (2.5b4)
这些过 0 点对连乘积的值不产生作用。定积分的被积表达式

  ,00  dxdxxf (2.5b5)
这些过 0 点对定积分的 和值 也不产生作用。 因此可把区间 [a，b] 拆分 n +1 个能满足定理 4 的子

区间[a，c1]，[c1，c2]，[c2，c3]，……，[cn，b]，那么有

 dxxf
b
a 1

      













  dxxfdxxfdxxf

c

c

c

c

c
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1 expexpexp

    








 



dxxfdxxf
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c
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c n
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expexp
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   dxxfdxxfdxxfdxxf

b

c

c

c

c

c

c

a n

3

2

2

1

1exp

   .exp dxxf
b

a (2.5b6)

证毕。

2.5.c 和底定积开的应用

当微对数不为常数时的许多问题，都可用定积开求解，下面举 2 例：
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2.5.c1 例 动态增利率存款本息的计算

设某 Shangzhao 银行推出一种服务于现代忙碌人群的动态增利率活期储蓄，利率为

,exp1 














T

Kk 
(2.5c1)

上 (2.5c1) 式中的 K为上限利率，即 k<K，通常取 K略低于当前最长期限定期储蓄利率，τ为存款

存储的时间段长度，T为时间常数，通常取小于最长期限定期储蓄存期的三分之一，大于最长期限定期

储蓄存期的五分之一。

因此某 Shangzhao 银行定的动态增利率储蓄的日利率定为

,
500

exp1000074.0 















k (2.5c2)

上 (2.5c1) 式中的 τ 为以日为单位的存款时间段长度。

表 2 动态利率储蓄与其它储蓄本息对照表

τ= t2 -t1 C(t2)
活期储蓄

利率 0.72
一年期储蓄

利率 1.98
三年期储蓄

利率 2.52
五年期储蓄

利率 2.79
1个月 100.01 100.06 100.06 100.06 100.06
3个月 100.06 100.18 100.18 100.18 100.18
6个月 100.22 100.36 100.36 100.36 100.36
1年 100.79 100.72 101.98 100.72 100.72
2年 102.59 101.45 104.00 101.45 101.45
3年 104.94 102.18 106.06 107.75 102.18
4年 107.58 102.91 108.16 108.53 102.91
5年 110.41 103.65 110.30 109.31 114.75
6年 113.37 104.40 112.48 116.11 115.58
7年 116.45 105.15 114.71 116.94 116.41
8年 119.62 105.91 116.98 117.78 117.25
9年 122.89 106.67 119.30 125.11 118.09
10年 126.25 107.44 121.66 126.01 131.68
11年 129.71 108.21 124.07 126.91 132.62
12年 133.26 108.99 126.53 134.80 133.58
13年 136.91 109.78 129.03 135.77 134.54
14年 140.66 110.57 131.59 136.75 135.51
15年 144.51 111.36 134.19 145.25 151.10
16年 148.46 112.16 136.85 146.30 152.19
17年 152.53 112.97 139.56 147.35 153.28
18年 156.70 113.78 142.32 156.51 154.39
19年 160.99 114.60 145.14 157.64 155.50
20年 165.40 115.43 148.01 158.78 173.39
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设 t = t1 时存入的存款为 C(t1)，任一时刻 t 存款将增值为

 ,tCC  (2.5c3)
存款存储时间段长度为

,1tt  (2.5c4)

由于利率 k 是一个变量，我们可取很小的一个时间间隔 dt 计算一次存款的增值变化增率，即微开：

 kdtC 1

,
500

exp1000074.01 1 dttt














 
 (2.5c5)

那么可用和底定积开计算得到 t = t2 时存款将增值为

    .
500

exp1000074.012

1
12  
















t

t
dtttCtC (2.5c6)

设存入款 C(t1) = 100元，(表2) 列出存款时间 τ = t2 - t1 与 C(t2) 的关系 。

2.5.c2 例 人口预测计算

由统计得出某地区 2002 年的人口数 R(2002) 为 106人，2002 年初的人口增长率为 1.2×10-3 /年，设

其人口增长率以 2×10-5 /年2的速率下降，即动态人口增长率为

),2002(102102.1 53   tk (2.5c7)

求该地区至 2010 年的人口数 R(2010)。
解

     kdtRR  120022010 2010

2002

 dtt532010

2002

6 102102.1110     

 dtt532010

2002

6 102102.1exp10     

 
2002

20102536 10102.1exp10 tt    

 436 104.6106.9exp10   t  

  人   .100103.1 6 (2.5c8)

2.5.d 底-指定积开与底定积开的定义

设函数 f(x) 与ψ(x) 都在区间 [a，b] 上连续且 f(x) > 0，ψ(x) > 0，

bxxxxxxa nii  1210 (2.5d1)

把区间 [a，b] 分为 n 个小区间 [xi-1，xi] 其长度各是

),,3,2,1(,1 nixxx iii      (2.5d2)
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maxΔx表示小区间 [xi-1，xi] 中最大的一个的长度。在每个小区间 [xi-1，xi] 上任取一点 ξi ，即

     ),,3,2,1(,,1 nixx iii   (2.5d3)

作乘积

  
 

,
1

ii xn

i
in fJ








 (2.5d4)

当每一个小区间 [xi-1，xi] 都无限缩小时的极限

  
  ii xn

i
i

x
n

fJ










1

0max

lim
(2.5d5)

存在，则把此极限 J 叫做函数 f(x)与ψ(x) 在区间 [a，b] 上的底-指定积开，记作

      
 

.lim
1

0max

ii xn

i
i

x
n

dxxb

a fxf








  

(2.5d6)

上式中的函数 f(x) 与ψ(x) 统称为 被积函数，f(x) 特称为 被积底函数，ψ(x) 特称为被积指函数。

若在区间 [a，b] 上 ψ(x) = 1，则 (2.5d6) 式变化为

     .lim
1

0max

ixn

i
i

x
n

dxb

a fxf





  

(2.5d7)

特称这种定积开为底定积开。

2.5.e 底-指定积开的计算

底-指定积开可通过下面的定理 6 转化为定积分计算。

定理 6 设函数 f(x) 与ψ(x) 都在区间 [ a，b ] 上连续，且 f(x) > 0，则

        .lnexp dxxfxxf b

a

dxxb

a  
 (2.5e1)

定理 6的证明 因函数 f(x) 与ψ(x) 都在区间 [a，b] 上连续，那么根据闭区间连续函数有界性定

理，函数 f(x) 与ψ(x) 都在区间 [a，b] 上有界，且 f(x) > 0，因此有

      
  ii xn

i
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x
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a fxf
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        .lnexp dxxfx
b

a  (2.5e2)

证毕。

2.5.f 底定积开的应用

2.5.f1例 波动利率的大额存款本息计算

现在的利率计算是以日为计息的最小时间段，这引起一些不合理的情况。

例如：A 客户早上八点到某银行存款 1000 万元，到次日下午五点取回这笔存款，可得到利息

197.26 元。而 B 客户在下午五点到某银行存款 1000 万元，到次日上午八点取回这笔存款，也可得到利

息 197.26 元。显然 A 客户的存款对银行的供献比 B 客户大多了，但他们得到的利息却是一样的，这就

形成了不合理情况。

图 2 波动利率曲线

为了克服上述的不合理情况，设某 Shangzhao 银行推出一种波动利率的大额存款储蓄，其利率波动

变化如下利率的函数表达式为

      ,10
4

6sin
9
1

12
6sin8888.8 7














 





tttk 

(2.5f1)
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上 (2.5f1) 式中 k(t) 的单位为：小时-1，即小时利率，t为以小时为计量单位的时间。利率函数图示如

(图 2)。
通常如果存款 C 存了三个时间段 τ1、τ2、τ3 的利率分别为 k1、k2、k3 则存款的复利的本息可由下

式计算

      存款的本息 .k1k1k1C 321
321
  (2.5f2)

因此，波动利率的大额存款储蓄的本息为

      dtt

t tktCtC  12

112 

      .10
4

6sin
9
1

12
6sin8888.81 7

1

2

1

dtt

t

tttC






















 




 



(2.5f3)
由 (2.5f3) 式计算上述的 A 客户第二天得到的本息应为
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(2.5f4)

B 客户第二天得到的本息应为
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tt
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12
6sin8888.8110000000 




,410000092.4
(2.5f5)

这样的计息，因 A 客户存的时间段比 B 客户长，A 客户可比 B 客户多得 193.83(元) 的利息。如果要调

高或调低波动利率的话只要调整 (2.5f1) 式中的系数 10-7即可，例如调整为 1.042×10-7，或动态增利率等。

当波动利率与动态增利率结合使用，称为动态利率。

2.5.g 底-指定积开的应用

2.5.g1 例 底-指定积开与几何平均值关系

连续函数的几何平均值定义为：

    ,ln1exp 






 

b

a
dxxf

ab
fG (2.5g1)

这种定义是用计算式来定义。几何平均值比较追根性的定义应为：

        abdxb
a

ab dxb
a xfxffG



 

1



  ,ln1exp 






 

b

a
dxxf

ab
 (2.5g2)

其含义为对函数的微开在被积区间的积开值由积开区间宽度去均方。

几何平均值也可用底-指定积开定义为

    ,
1 dx
ab

xffG b
a



 (2.5g3)
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更一般的加权几何平均值也可用底-指定积开定义为

   
 

,
dxxb

a
xffG



 (2.5g4)

上式中的 ψ(x) 称为权重函数，它应满足

  .1
b

a
dxx (2.5g5)

以上介绍了和底定积开、底-指定积开与底定积开。除上述几种定积开外，还有其它形式的定积开，

在此不详述了。

2.6. 微开方程

微开方程是与微分方程对应的概念，与微分方程对应的微开方程有二种，一种叫微对数方程，一种

叫微根方程。

2.6.a 微对数方程的定义

凡表示未知函数和未知函数的微对数以及自变量之间关系的方程称为微对数方程。

以下介绍几种可求解的微对数方程及其通解，限于篇幅求解的过程就不介绍了。

2.6.b 可分离变量的微对数方程 可分离变量的微对数方程型如

   ,ygxfy 
(2.6b1)

写作或

   ,log1 ygxfydx   (2.6b2)
微对数方程 (2.6b1) 或 (2.6b2) 的隐函数解为：

    .dxxf
ygy

dy
 

 (2.6b3)

2.6.c 一阶非齐次微对数方程

一阶非齐次微对数方程型如

,QPyy 

(2.6b4)
上方程 (2.6b4) 中的 P、Q 为 x的函数，其通解为：

,1

   





 


 QdxQdxQdx
eCdxPdxeQePdx

y
(2.6b5)

上 (2.6b5) 中的 e 为自然对数的底，C 为任意常数。

2.6.d 微根方程的定义

凡表示未知函数和未知函数的微根以及自变量之间关系的方程称为微根方程。

2.6.e n 阶 log 线性微根方程的求解

n阶 log 线性微根方程的一般形式为

            ,1221 221 fyyyyy pppnpnpn nnn   

(2.6e1)
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上方程 (2.6d1) 中 pn、pn-1、pn-2、……、p2、p1、f 都为 x的函数； 当 f ≡ 1时称该方程为齐次方

程，当 pn、pn-1、pn-2、……、p2、p1 都为常数时称该方程为常指数微根方程。因为对该方程两边取对数，

可得到关于 log[yk∧] ( k = n，n-1，n-2，……，2，1) 的线性方程，所以称该方程为 log线性微根方程。

与微根方程 (2.6d1) 对应的微分方程为

      ,ln12
2

2
1

1 fypypypypyp n
n

n
n

n
n  




 (2.6e2)
定理 7 如果 y 是变系数 n阶线性非齐次微分方程 (2.6e2) 的通解，则 exp y 是变指数 n阶 log 线

性非齐次微根方程 (2.6e1) 的通解。

定理 7 证明 将定理 3 的 (2.3b3) 式代入 (2.6e1) 式，得

                  21 21 lnexplnexplnexp nnn pnpnpn yyy

    ,lnexplnexp
12

fyy
pp












 











  (2.6e3)

对上方程 (2.6e3) 二边取对数，得

          





2
2

1
1 lnlnln n

n
n

n
n

n ypypyp

    ,lnlnln 12 fypyp    (2.6e4)

令

,ln yy 
(2.6e5)

代入上方程 (2.6e4)，得

      ,ln12
2

2
1

1 fypypypypyp n
n

n
n

n
n  




 (2.6e6)
设 y 已是方程 (2.6e6) 的通解，则根据 y 与 y 的关系则得变系数 n阶线性非齐次微分方程 (2.6e2) 的

通解为

,exp yy  (2.6e7)
而方程 (2.6e6) 经 y 与 y 的换元后即为变系数 n 阶线性非齐次微分方程 (2.6e2)，所以定理 7 成立。

证毕。

2.6.f 微根方程的应用

2.6.f1 人口统计中概念与物理概念的对应

在 2.3.c微根在人口统计学中的意义一节中已提到：

微对数 R∨(t) 在人口统计学中的意义为人口增长率，微根 R∧(t) 与微对数 R∨(t) 是正变相关的，所

以微根 R∧(t) 同样能反应人口变化情况，因此给人口数 R(t) 对时间的微根 R∧(t) 一个专门的名称叫人口

根率。人口根率 R∧(t) 也会随时间变化，为反应人口根率 R∧(t) 变化的情况，可对人口根率 R∧(t) 再作

一次对时间的微根求得二阶微根 R2∧(t)，并把二阶微根 R2∧(t) 称为人口加根率。

人口数 R(t) 与物理学中的 位置 x(t) 或 电荷 q(t) 相对应。

人口根率 R∧(t)与 物理学中的 速度 x’(t) 或 电流 q’(t) 相对应。

人口加根率 R2∧(t) 与 物理学中的 加速度 x (t) 或 电流变化 q (t) 相对应。
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2.6.f2 生态平衡“力”

我们假设跟物理学中的力对应，生态平衡中也存在一种“力”，它有如下的特征：

1) 这种“力”只有增长与抑制两个不同方向。

2) 设定“力”F 的方向后，取值于 (1, +∞) 区间表示“力”的“绝对”大小；若求得值 F ∈ (1，
+∞)，则说明该力与设定方向一致，若求得值 F∈(0，1)，则说明该“力”与设定方向相反，该“力”的

“绝对”大小为求得值的倒数。

3) 设定合成“力”F的方向后，若分“力” F11、F12、F13、……、F1n 的设定方向与 F一致，而

分“力” F 21、F 22、F 23、……、F 2n 的设定方向与 F相反，那么合成“力”为

，
n

n

FFFF
FFFFF

2232221

1131211




 (2.6f1)

若上 (2.6f1) 式中

，1F (2.6f2)
表示各分“力”相互抵消已取得平衡，二组分“力”相互抵消已取得平衡也可表示为

.22322211131211 nn FFFFFFFF  (2.6f3)

2.6.f3 人口演化微根方程

在人类的人口演化中，可把影响人口变化的几个因素抽象为几个指数：

1) 环境指数 生态环境容量 C 有限将抑制人口的增长，定义环境指数(为简化问题起见仅考虑环

境为封闭域)

,1
1 C
k  (2.6f4)

因为人口越多产生的抑制“力”就越大，所以环境产生的拒容“力”为

      .
1

1

1
C

tRtRF
k
 (2.6f5)

2) 社会作用指数 把计划生育等一些因素抽象为一个社会作用指数 k 2，因为计划生育最敏感的

是人口增长率或人口根率，所以社会作用对人口增长的抑制“力”为

   .2

2

k
tRF  (2.6f6)

3) 思想保守指数 计划生育作用对城市人口与农村人口就不一样，这表现为城市人口与农村人口

素质的差异，把这种情况抽象为一个人群的思想保守指数 k 3 ，保守素质总希望保持原人口增长率或人

口增根率 R∧(t) 不变，因此产生对人口增根率 R∧(t) 的变化 R2∧(t) 的逆反作用，其在抑制人口的作用的

“力”为

   .
32

3

k
tRF  (2.6f7)

上述的三种“力”的设定方向都为抑制。

4) 育龄指数与自然增长“力” 通常生物在很少受到抑制因素作用时，出生率总是远高于死亡率的。

人类自然生育有关的因素，主要与育龄人口有关，将其抽象为育龄指数 k 0 ，设 tu为平均育龄，因育龄人

口出生时的人群人口数 R(t-tu) 与人口增根率 R∧(t-tu) 有关，所以由此产生的促使人口增长的“力”称为

自然增长“力”，即

     .
0

0

k

uu ttRttRF  
(2.6f8)
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当上述四种“力”平衡时，根据“力”平衡条件有

,0123 FFFF  (2.6f9)

将 (2.6f5) 式、 (2.6f6) 式、 (2.6f7) 式、 (2.6f8) 式代入上式，得人口演化的微根方程为

         ,0
2

123

FtRtRtR
kkk

 
(2.6f10)

或

         .0
2

1
23

FtRtRtR
C

kk

 
(2.6f11)

这个人口演化微根方程跟微分方程(1.3.1)与(1.3.2)有一种对应的对称性，大家自己比较一下就能发现。

3. 量纲危机及其解决

曾有读者认为微积开是一种新概念，其在纯数学上的推导也没有错误，但在应用在实际问题上量纲

有矛盾。主要归结如下 3.1 与 3.2 二点：

2.1. 微对数的底数是否带量纲

微对数定义式

   
   .loglim 10 xf

xxfxfy xx


 


(3.1)

通常认在很多实际问题中Δx 是一个有量纲的量，而对数计算应是无量纲的。

2.2. 微对数概念萌芽问题中的量纲

在微对数概念的萌芽问题中，b 的量纲是 1/秒，是有量纲的量，用在对数式

.
1

1log )1( 








  Z
cr b (3.2)

而目前要求对数计算应是无量纲的。

上述这 2 个量纲问题困扰了作者很长时间，一个在数学上无错的问题，怎么会在量纲上存在问题

呢？

2.3. 银行存款问题

对上述这２个问题可归结举一个大家都比较熟识的例子，银行存款问题。

设存款的利率 k = 0.032/年，存入本金 Y1 = 1 万元，要使取得本息 Y2 = 2 万元，需要的存期 T 为

多长？用对数表达即

 .22
1
2loglog )032.01(

1

2
)1( 年















  Y

YT k (3.3)

k(1/年)、 Y1(元)、 Y2(元)、 T(年) 都是有量纲的量，底数 (1+0.032) 中的 1 与 k 应当同量纲为

(1/年)，那么底数 (1+0.032) 量纲为 (1/年)，这与底数无量纲矛盾。所以目前都是对数计算先无量纲计

算，计算结果还再还回量纲。这种处理是否很别扭？

这是因为人们从习惯的直线空间量纲转入不熟识对数空间时量纲产生矛盾的量纲回避解决法。
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3.4. 量纲问题的解决

上述的银行存款问题是求如下方程的未知数 T ，即

  ,112
TkYY  (3.4.1)

从方程 (3.4.1) 中可解得

   
 

 年

元

元 T

Y
Yk

1

1

21 
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元

元
年

年

1
1

1

2

11

1

2





































TT

Y
Y

Y
Y

(3.4.2)

可见 (1+k) 有一个 1/年 作指数的量纲。带这样量纲的话，代入方程 (3.4.1) 也正确

       
 年

年

元元

T

kYY













1

112

   
   

   ,11
11

1

1

1 元元

年
年

TT
kYkY 












(3.4.3)

带这样量纲的话，代入方程 (3.4.1) 解的对数表达式 (3.3) 也可正确量纲分析

     
 ,

1ln

ln

1ln1

ln
1

2

1

2

年

年

k

Y
Y

k

Y
Y
























 (3.4.4)

但又产生另一个问题，k的量纲是 (1/年)，怎么 (1+k) 的量纲变为指数的 (1/年) 了？怎么协调这

种跳变呢？

k 是利率，量纲是 (1/年)，(1+k) 中的 1应与 k同量纲也是 (1/年)，并把这个 (1/年) 称为基数。

那么，存款单位时间增率可定义为：

单位时间

基数

利率基数
存款单位时间增率

1
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  ,11

1
1

1

单位时间

单位时间

单位时间

单位时间单位时间 k

k


















 


(3.4.5)

(1+k) 为什么会消失分母量纲，在以上的定义中可找到答案了。

3.5. 微对数概念的萌芽问题中的量纲分析

微对数概念的萌芽的问题中的量纲分析即为

(3.5.1)

或者

(3.5.2)

3.6. 微对数的量纲分析

微对数定义式的量纲分析也应类同，只要定义微对数

   
 xf

xxfxfy xx


 


10

loglim

 
 

.loglim
1

10 xf
xxf

xx








 

(3.5.3)

量纲问题就可解决了，把上式中底数中的 1 称为基数，它与Δx同量纲。
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4. 继续深入的问题

微积开有很多值得继续深入的问题：

1) 因作者接触的实际问题的面有限，微积开的应用面很需要广大读者联系自己接触的实际问题，

发现其新应用场合。

2) n阶的微对数方程是否存在求解方法？

4) 多重积开、曲线积开、曲面积开的应用面在哪？

5) 对应于微积分中的傅里叶变换的微积开“傅里叶变换”是否有特殊的应用意义？对应于微积

分中的拉普拉斯变换的微积开“拉普拉斯变换”是否也有特殊的应用意义？以及其它的对应

变换问题。

6) 如果把微积开看成是 (应变量) 对数空间中的一种“微积分”，那么任一单调函数构成的 (应

变量) 变换空间都可有该空间中的“微积分” ，把它称为微积函，那么微积函的应用面又在

哪呢？

7) 以及更一般的形式：任一单调函数构成的 (自变量) 变换空间都可有该空间中的“斯底尔吉斯

微积分”
[10]
，把该概念扩张到微积函，任一单调函数构成的 (自变量) 变换空间都可有该空间

中的“斯底尔吉斯微积函”，那么斯底尔吉斯微积函的应用面又在哪呢？

5. 结束语：

微积开概念作为一种新的数学概念，其生命力在于：对适用问题的联系实际问题的高效率。

作者因研究类星体问题而产生微积开概念，并得出了类星体在赫罗图上的分族特性的规律。这个研

究过程中具体只牵涉到微对数(常数型)与定积开，建立类星体方程组是初等数学方程组，且求得的解全

为解释解，因此计算量相对就减小了，附录１的计算当时就是在没有微机的情况下，仅用查 10 位对数表

结合加法笔算完成前期计算，后来用计算器完成后期计算，在格子纸上点出散点图。可见联系实际问题

的高效率了。

因此，呼于科学界应重视微积开在其它学科的应用，以发挥提高科研效率。

正如用 ab 与 exp(lna+lnb) 都可用于求解边长为 a 与 b 的矩形面积。但 ab 具有联系实际问题

“边长为 a 与 b 的矩形面积”的高效率，笔算 ab 的积却效率差；而 exp(lna+lnb) 联系实际问题效

率差，查对数表加笔算加法求 exp(lna+lnb) 相对于笔算 ab 的积的效率要高得多。因此在笔算时代，

解决该实际问题总是先用 ab 联系实际问题“边长为 a与 b的矩形面积”，再用公式 ab = exp(lna+lnb)

将计算转化为查对数表与加法笔算。若停留在加法空间去解决该问题，是用定积分去求矩形的面积，进

入乘法空间就是简单的乘法问题，提高了效率。

本文中的微积开概念就如同上述的 ab那样有联系实际问题的高效率，本文中的 7 个定理就如同上述

的“公式 ab = exp(lna+lnb)”那样来解决计算的高效率：把微积开变换为微积分计算。

关于微积开肯定还有很多争议或值得讨论的问题，欢迎大家与本文作者交流讨论，作者的 Email：

bsese@qq.com; 或 bao@wz.zj.cn。

mailto:bsese@qq.com
mailto:bao@wz.zj.cn
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附录 1 用微分方程解距离红移问题

如果星光传播中光子的能量有一非常小的损耗率，设光子瞬时损耗率为 H，在任一时刻 t ，光子的

能量为 E，设光速为 c ，E0为光子从光源发出 (t = 0) 时具有的能量，E1为被观测 (t = t1) 时光子的

能量值。那么有

,HE
dt
dE  (F1.1)

上式中的负号因定义Ｈ为损耗率而加，对上式 (F.1.1) 分离变量，得

,Hdt
E
dE

 (F1.2)

两边积分，得

,ln CHtE  (F1.3)
上式中 C 为任意常数，将初始条件代入上式，得

,ln 0EC  (F1.4)

上式 (F.1.4) 代入式 (1.3)，得

,lnln 0EHtE  (F1.5)

移项，得

,lnln 0 EEHt  (F1.6)
将边界条件代入，得

,lnln 101 EEHt  (F1.7)

而距离与传播时间的关系为

,0 1101 tttt
c
r  (F1.8)

将距离与时间的关系 (F1.8) 代入式 (F1.7)，得

,lnln 10 EE
c
Hr  (F1.9)

由上式解得

,ln
1

0

E
E

H
cr  (F1.10)

因为
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0
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1

0
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0
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0
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0 Z
c

c

v
v

hv
hv

E
E




















(F1.11)

将上式 (F.1.11) 代入 (F.1.10) 式，得

 ,1ln Z
H
cr  (F1.12)
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由式 (F.1.5) 解得

 ,exp0 HtEE  (F1.13)

式 (F.1.12) 中的 H为光子的瞬时损耗率，单位时间损耗率应计算 Δt = 1 时的 ΔE/E，由此可推得它与

单位时间损耗率的关系为




































































 Ht

tH
HtE

tHEHtE
b

exp
1exp

1
exp

1expexp
0

00

,exp11exp1 




























  HHttH (F1.14)

由上式解得

 ,1ln bH  (F1.15)

将上式代入 (F.1.12) 式，得

 
 ,1ln

1ln
Z

b
cr 


 (F1.16)

上式 (F1.16) 这个结果与主文中式 (1.1.7) 一致。

因为光子能量的单位时间损耗率很小，即 b << 1，因此有

 bH  1ln


5432

5432 bbbbb

,b (F1.17)

这里可能有读者会认为：H为哈勃常数量纲为 (公里/秒/百万秒差距) 与 b的量纲为 (1/秒) 二者量纲都

不一样，且 H的数值也不小约为 (75 公里/秒/百万秒差距) ，怎么会有 H ≈ b 呢？让我们仔细地分析

一下：

1 公里 = 103
米，

1 百万秒差距 = 3.08568×1016
米，

H = 75 公里/秒/百万秒差距

= 75×103
米/秒/(3.08568×1016

米)
= 2.43058×10-18/秒.

H的确是很小的数，是一个量纲也为 (1/秒) 的量。H与 b的偏差在 10
-36/秒的量级。

因此，将上式 (F.1.17) 代入 (F.1.12) 式，得

    .1ln1ln Z
b
cZ

H
cr  (F1.18)
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附录 2 类星体的本质 (验证 1)

包学行

目 录

1. 类星体的特殊量

2. 类星体方程组

3. 类星体方程组的求解

4. 类星体方程组中常数的确定

表 1 用 (哈勃最早定哈勃常数的) 24个星系数据

确定常数 b1的计算过程表

5. 用类星体方程组求解一批类星体

表 2 用类星体方程组求解38 个类星体样品数据表

6. 类星体方程组求解数据的图解分析

6.1 类星体在赫罗图上的位置

6.2 类星体的红移分布图

6.3 类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系图

6.3.1 非光变类星体的光度与尺度半径及引力红移

的关系图

6.3.2 光变类星体的光度与尺度半径及引力红移的

关系图

6.4 非光变类星体的距离 r与子源投影线分离 rθ

的关系图

类星体的本质 (验证 1)

1. 类星体的特殊量

由于类星体存在很大的红移，其很多观测量都要作红移影响的修正，说明如下：

1.1. 观测色温度

观测到的类星体光谱色指数 B-V是已受到红移影响的，由 B-V得出的温度为观测色温度 TZ，由下

式计算
[1]

,
60.0

7300



VB

KTZ (F2.1.1)

上式中的 K为绝对温度单位；

1.2. 表面温度

类星体的表面温度 T考虑要作红移影响的修正，由下式近似计算，即

,
60.0

7300)1()1(





VB
KZTZT Z

(F2.1.2)

因为设 T对应峰值波长分别为 λ0 ，红移后的 TZ对应峰值波长分别为 λ，而峰值波长与温度成反

比关系，有

,
0

0


 

Z (F2.1.3)

,0 T
k

 (F2.1.4)

,
ZT
k

 (F2.1.5)

mailto:bao@wztl.net?subject=Re:类星体本质（验证1)_包学行
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上三式中 k为峰值波长与温度成反比的比例系数，从式 (F2.1.1) ( F2.1.3) ( F2.1.4) ( F2.1.5) 可解得

式 (F2.1.2) ；

1.3. 红移热星等改正

红移热星等改正 (总是负值) 为
[2]

,29000lg1054.421

Z

Z T
KTBC  (F2.1.6)

这是未作红移影响修正的；

1.4. 热星等改正

热星等改正 (总是负值) 为
[2]

,29000lg1054.422 T
KTBC  (F2.1.7)

这是已作红移影响修正的；

1.5. 改正绝对热星等

类星体改正绝对热星等定义为不仅距离移到了 10秒差距，并消除了引力红移影响后，整个热幅射

所达到的星等，绝对热星等其值应为

,lg55 0rmM gbolgbol  (F2.1.8)

上式中 r0为类星体的以秒差距为单位的距离数，是一个无量纲的值。这是由于绝对星等定义中是

以 10 秒差距为标准距离与实际距离 r比得到上计算式的，为了使用有量纲的距离 r，引入一个常数

秒差距，111  pcr (F2.1.9)

将式 (F2.1.8) 改写为

,lg55
1r
rmM gbolgbol  (F2.1.10)

1.6. 改正热视星等

上式中的 mbolg为改正热视星等，即

),1lg(5.2 Zmm bolgbol  (F2.1.11)

1.7. 热视星等

上式中的 mbol为热视星等，即

,1 BCVmbol  (F2.1.12)

1.8. 其它量与 BC2

类星体的其他一些量如绝对视星等、改正视星等的计算须用到 BC2，这里就不详述了。

2. 类星体方程组

有许多人认为类星体的辐射为非热辐射频谱。作者认为虽然类星体辐射频谱形似为非热辐射频谱，

但这种频谱是由低密度高厚度类星体光球层热辐射频谱，因光球层各深度层光的引力红移差异叠加形

成的。
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有许多人认为类星体的红移全是由距离效应产生的，类星体是遥远的天体。作者认为类星体的红移

主要是由距离效应与引力红移共同作用产生的，分离开二种红移后，距离红移分量是很小的。因此类

星体距离要比原先许多人认定的小，类星体就分布在星系、星系团的附近。通过求解类星体方程组，可

得出最早发现的一些类星体就分布在本星系群中。

若我们已知一个类星体的红移量 Z及 UBV测光的视星等 V (可见光) 与蓝区视星等 B。如果假设

类星体的光辐射主要是热辐射，则

用式 (F2.1.2) 可求得类星体的表面温度 T；
用式 (F2.1.11) 可求得类星体的改正热星等 mbolg。

设类星体的 6 个未知量：

距离为 r (单位：秒差距，用符号 pc表示)；

质量为M (单位：太阳质量，用符号M⊙表示)；

半径为 R (单位：太阳半径，用符号 R⊙表示)；

(请注意在“微积开概念”一文中的 M与 R不是以太阳质量M⊙、太阳半径 R⊙为单位的，距离 r
也不是以秒差距 pc为单位的。)

改正绝对热星等为Mbolg；

距离红移量为 Zr，即红移量 Z中所含距离红移分量；

引力红移量为 Zy，即红移量 Z中所含引力红移分量。

再定义：质光比，即类星体的质量M与光度 L之比为

,
L
M

 (F2.2.1)

类星体的距离红移分量因子为

,
)1lg(
)1lg(

Z
Z r




 (F2.2.2)

引入作者在“微积开概念”一文
[11]
中推出的距离与距离红移关系公式及星体质量尺度与引力红移关

系公式，可得到类星体方程组的如下 6 条方程式：

距离与距离红移的关系为
[11]

),1lg()1ln( 1 rr ZbZ
H
cr  (F2.2.3)

其中

,
lg1 eH
cb  (F2.2.4)

从式 (1.2.18) 知，引力红移与天体质量及尺度的关系为
[11]

,)1ln(
⊙

2
⊙

RRc
MGMZ y  (F2.2.5)

上式 (F2.2.5) 中 c为光速，G为万有引力系数；

红移的总量为

),1)(1(1 yr ZZZ  (F2.2.6)

改正绝对热星等为式 (F2.1.10) [2]
，再列于下面

,lg55
1r
rmM gbolgbol  (F2.2.7)
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改正绝对热星等还可表为
[1]

,lg5lg1036.42 RTM gbol  (F2.2.8)

光度为
[2]

,10 )(4.0 ⊙lg bolbo MML  (F2.2.9)

上 (F2.2.9) 式中Mbol⊙为太阳的绝对热星等。

3. 类星体方程组的求解

对 (F2.2.6) 式两边取对数并移项，得

,)Zlg(1-Z)lg(1)Zlg(1 ry  (F2.3.1)

由 (F2.2.1) 式与 (F2.2.9) 式解得

,10 4.04.0 ⊙ gbolbol MMM   (F2.3.2)

由 (F2.2.8) 式解得

,10 2.0lg2472.8 gbolMTR  (F2.3.3)

将 (F2.2.5) 式对数换底，得

,
lg

)1lg(

⊙
2

⊙

RRc
MGM

e
Z y 


(F2.3.4)

将 (F2.3.1) 式、(F2.3.2) 式与 (F2.3.3) 式代入 (F2.3.4) 式，得

)1lg()1lg( rZZ 

,10 2.0lg24.0472.8lg ⊙

⊙
2

⊙ gbolbol MTM
Rc

GMe 



 (F2.3.5)

由 (F2.2.3) 式代入 (F2.2.7) 式，得

  ,1lglg55
1

1






 rgbolgbol Z

r
bmM (F2.3.6)

由 (F2.3.6) 式代入 (F2.3.5) 式，得

)1lg()1lg( rZZ 

  ,
2.0lg2

101lg
10964831389.2

4.0
10lg

⊙
2

1
9

⊙
⊙1 gbol

r

bol mT
Z

Rcr

M
GMeb 








 (F2.3.7)
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令

,
10964831389.2

4.0
10lg

⊙
2

1
9

⊙
⊙1

2 Rcr

M
GMebb

bol




 (F2.3.8)

将 (F2.3.8) 式代入 (F2.3.7) 式并移项，得

    ),1lg(1lg101 lg2.0lg2
2 ZZb r

mT bo   (F2.3.9)

两边除以相同的因式，结合 (F2.2.2) 式，得

)1lg(
)1lg(

Z
Z r




,
101

1
2.0lg2

2
gbolmT

b






(F2.3.10)

上式结合 (F2.2.3) 式，得

),1lg()1lg( 11 ZbZbr r   (F2.3.11)

还可从式 (F2.2.2) 或式 (F2.3.10) 中求出距离红移量为

,110 )1lg(  Z
rZ


(F2.3.12)

再依次由 (F2.3.6) 式求出Mbolg，由 (F2.3.2) 式求出M，由 (F2.3.3) 式求出 R，由 (F2.2.5) 式求出引

力红移为

,1exp
⊙

2
⊙ 
RRc
MGMZ y (F2.3.13)

至此类星体的 6 个未知量的解析解表达式都已求出。

4. 类星体方程组中常数的确定

4.1. 距离红移公式中常数 b1的确定

取哈勃最早用于定哈勃常数的 24 个星系数据
[3]
，设这 24 个星系的红移量 Z中既包含有距离红移分

量 Zr ，也包随机的速度分量 Zu ，则

,
1
11

r
u Z

ZZ



 (F2.4.11)

由上式结合 (F2.2.3) 式可解得

,1)/(10

11
1
1

1








 br
Z

Z
ZZ
r

u (F2.4.12)

24 个星系的距离是已知的，只要将 b1值定正确了，那随机的速度分量将会相互抵消，即有

24 24 24

1 1 1 1

1 11 1 0,( / )1 10
ui

i i i iri

Z ZZ r bZ  

   
             

(F2.4.13)

24 个星系的数据代入方程 (F2.4.13) 以

,01071.22139935 07-24

1


i uiZ (F2.4.14)
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解得

b1 = 1.687753770×109 pc = 1.687753770×109 秒差距， (F2.4.15)

由于 24个星系的原始数据的精度所限，b1的有效精度值取为

b1 = 1.69×109 pc = 1.69×109 秒差距. (F2.4.16)
求解过程的中间数据见 (表 1)。

表1 用 (哈勃最早定哈勃常数的) 24个星系数据确定常数b1的计算中间数据表

参数名

名称 单位

r u = Zc Z lg(1+Z) r/b=lg(1+Zr) lg(1+Zu) u

106 pc km/s 10-4 10-4 10-5 10-7 10-5

S.Mag 0.032 170 5.6706 2.4620 1.896011170 2272.407 52.33779

L.Mag 0.034 290 9.6734 4.1991 2.014511868 3997.605 92.09062

NGC 6822 0.214 -130 -4.336 -1.8837 12.67957470 -3151.612 -72.54221

NGC 598 0.263 -70 -2.335 -1.0142 15.58284180 -2572.458 -59.21549

NGC 221 0.275 -185 -6.171 -2.6808 16.29384599 -4310.215 -99.19714

NGC 224 0.275 -220 -7.338 -3.1882 16.29384599 -4817.586 -110.8675

NGC 5457 0.45 200 6.6713 2.8963 26.66265708 230.06920 5.2976795

NGC 4736 0.5 290 9.6734 4.1991 29.62517453 1236.5383 28.476399

NGC 5194 0.5 270 9.0062 3.9096 29.62517453 947.07851 21.809667

NGC 4449 0.63 200 6.6713 2.8963 37.32771991 -836.4371 -19.25782

NGC 4214 0.8 300 10.007 4.3438 47.40027925 -396.2496 -9.123567

NGC 3031 0.9 -30 -1.001 -0.4346 53.32531415 -5767.148 -132.7054

NGC 3627 0.9 650 21.682 9.4060 53.32531415 4073.503 93.839882

NGC 4826 0.9 150 5.0035 2.1724 53.32531415 -3160.099 -72.73751

NGC 5236 0.9 500 16.678 7.2372 53.32531415 1904.687 43.866666

NGC 1068 1 920 30.688 13.307 59.25034906 7382.141 170.12463

NGC 5055 1.1 450 15.010 6.5140 65.17538397 -3.499020 -0.080568

NGC 7331 1.1 500 16.678 7.2372 65.17538397 719.6804 16.572626

NGC 4258 1.4 500 16.678 7.2372 82.95048868 -1057.830 -24.35447

NGC 4151 1.7 960 32.022 13.885 100.7255934 3812.266 87.819203

NGC 4382 2 500 16.678 7.2372 118.5006981 -4612.851 -106.1584

NGC 4472 2 850 28.353 12.296 118.5006981 446.0358 10.270881

NGC 4486 2 800 26.685 11.574 118.5006981 -276.3017 -6.361878

NGC 4649 2 1090 36.359 15.762 118.5006981 3911.584 90.108124

b1=1.687753770×109 ∑u=1.221399357×10-7

注：因表格宽度所限，所列的中间数据的保留位数已被裁短。

4.2. 常数 b2的确定

将太阳质量
[2]

M⊙= 1.989×1030 kg = 1.989×1030公斤，

太阳半径
[2]

R⊙= 6.9599×108m = 6.9599×108米，
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太阳的绝对热星等
[2]

Mbolg⊙= 4.75

万有引力常数
[1]

G = 6.672×10-11N·m2·kg-2 = 6.672×10-11牛顿·米
2
·千克

-2
，

光速
[1]

c = 2.99792458×108m·s-1 = 2.99792458×108米·秒
-1
，

及

b1 = 1.687753770×109 pc = 1.687753770×109 秒差距，

代入 (F2.3.8) 式，得

⊙
2

1
9

⊙4.0
⊙1

2 10964831389.2
10lg

Rcr
GMebb

bolM






  8289

75.44.030119

109599.61099792458.2110964831389.2

1010989.110672.6lg1068775377.1



 

 e

,10166197109.4
5

 (F2.4.21)

b2为一个无是纲常数。由于原始数据的精度所限，b2的有效精度值取为

b2= 4.17×10-5. (F2.4.22)

4.3. 类星体质光比 μ 的确定

如果一个类星体与星系成协，设它所处的距离与成协星系同距离都为 r，它们的距离红移都为 Zr ，
则可由 (F2.3.10) 式与 (F2.3.11) 式解得

  ,
10)1lg(

)1lg(1lg
2.0lg2

2
gbolmT

r

r

Zb

ZZ





 (F2.4.31)

我们可用 n个与星系成协的类星体数据，用 (F2.4.31) 式求出 n个 μi 值，再用统计方法求出 1个 μ 的

中间值。

但作者目前只具有 1个与星系成协的类星体的齐全数据，即

类星体 3C275.1 ( Z = 0.557，B = 19.00，B-V = 0.23，AV = 0 ) 与星系 NGC4651 ( Z = 0.0025 ) 成协，

将这些数据代入各相关式，得 3C275.1 的

,180723.8795
60.023.0

7300
60.0

7300)1( KK
VB

KZTZ 






 (F2.4.32)

,09639.13694180723.8795)557.01()1( KTZT Z  (F2.4.33)

Z
Z T
TBC 29000lg1054.421 

,20.0199707951.0
180723.8795

29000180723.8795lg1054.42   (F2.4.34)
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,80.1880029205.18199707951.000.191  BCVmbol (F2.4.35)

)1lg(5.2 Zmm bolgbol 

,32.1831957052.18)557.01lg(5.280029205.18  (F2.4.36)

将 (F2.4.32) 式至 (F2.4.36) 式的数据代入 (F2.4.31) 式，得

    
31957052.182.009639.13694lg2

15

10)0025.01lg(
)0025.01lg(557.01lg10166197109.4








 .1040933565.104  (F2.4.37)
只用一个类星体数据求出的μ值，总还不大放心使用，因此先选 2 个角距较近有可能成协的类星体，

使用 μ = 104 求解类星体的距离，如果求出的距离确实非常接近，那么这个 μ = 104 就可放心使用于

初算，先验证一批数据。

作者选用了类星体

3C323.1 ( Z = 0.264，V = 16.69，B-V = 0.11，AV = 0.31 )
与 3C334 ( Z = 0.555，V = 16.41，B-V = 0.12，AV = 0.51 )

的数据，它们角距约 8.5 度，求得它们的距离分别约为 327000 秒差距与 306000 秒差距 (见表 2)，距离

差约为 21000 秒差距 (这个距离差跟银河系至大麦哲伦云的距离 52000 秒差距同量级)，显然 3C323.1
与 3C334 它们是成协的 (图 4.1)。因为若再将它们的角距约 8.5 度转作线距约为 47000 秒差距，它们

间的实距约为 52000 秒差距，跟银河系至大麦哲伦云的距离几乎相等。它们间的连线与我们视线的夹角

约为 66 度。

图 4.1 类星体 3C323.1 与 3C334 成协示意图

此外还可用两成协类星体的数据来定质光比。设两类星体成协 (它们的各参数分别加足标 a、b) 因

距离相等，由式 (F2.3.11) 得

   ,1lg1lg bbaa ZZ   (F2.4.38)

将式 (F2.3.10) 代入 (F2.4.38)，得

 aagbolmaT
Z

b



 1lg

101

1
2.0lg2

2


 ,1lg
101

1
2.0lg2

2

bbgbolmbT
Z

b



 


 (F2.4.39)
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交叉相乘，得

 a
bbombT Zb 





 


1lg101 lg2.0lg2

2

 ,1lg101 lg2.0lg2

2 b
abomaT Zb 





 


 (F2.4.310)

展开各项，得

   a
bolzgbmbT

a ZbZ 


1lg101lg
2.0lg2

2

     ,1lg101lg
2.0lg2

2 b
bolzgamaT

b ZbZ 


 (F2.4.311)

移项，提取公因式，得

   



 



b
bolzgamaT

a
bolzgbmbT ZZb 1lg101lg10

2.0lg22.0lg2

2

   ,1lg1lg ab ZZ  (F2.4.312)

解得

   

   
.

1lg101lg10

1lg1lg
2.0lg22.0lg2

2 











 





b
bolzgamaT

a
bolzgb
m

b
T

ab

ZZb

ZZ
(F2.4.312)

因作者手头比较公认的二成协类星体 (数据齐全的) 都未找到，所以未用式 (F2.4.43) 求质光比。

5. 用类星体方程组求解一批类星体

确定了 b1、b2、μ 这些常数后，现将一批共 38 个类星体数据
[1][9]

用类星体方程组求解，其中 10 个

为光变类星体，28 个为非光变类星体，求得的数据如表 2。这些类星体方程组求解的数据与所有指出类

星体是局域的观测证据
[4][5][6][7][8][10]

都能吻合。
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表 2 用类星体方程组求解 38 个类星体样品数据表
参 数 名

单 位

3C系统 PKS系统

Z V0 V B-V Av Tz T BC1 BC2 mbol mbolg ξ lg(1+Zr) r Mbolg L M lg(1+Zy) R ρ lgρ θ rθ

K K 106pc L⊙ 106M⊙

千分

光日

ρ⊙ '' 106AU

3C9 0017+15 2.012 18.21 17.84 0.21 0.37 9012 27145 -0.23 -2.87 17.61 16.42 0.0006005 0.0002876 0.48533 -7.01 50747 5.2824 0.4786 0.273 3770 3.576 10 4.8533

3C39 0118+03 0.765 18.09 18.09 0.31 0 8022 14159 -0.12 -1.02 17.97 17.36 0.0033913 0.0008368 1.41227 -8.39 181023 18.843 0.2459 1.898 40.2 1.604 35 49.43

0119-04 1.955 17.03 17.03 0.46 0 6887 20350 -0.05 -1.97 16.98 15.8 0.0008051 0.0003788 0.63938 -8.23 155068 16.142 0.4702 0.850 383 2.583 3 1.9181

3C47 0113+20 0.425 18.1 17.62 0.05 0.48 11231 16004 -0.55 -1.31 17.07 16.69 0.001956 0.0003009 0.50779 -6.84 43221 4.499 0.1535 0.726 171 2.234 68.8 34.936

3C95 0349-14 0.614 16.24 15.87 0.33 0.37 7849 12669 -0.1 -0.78 15.77 15.25 0.0016074 0.0003342 0.56401 -8.51 201209 20.944 0.2076 2.499 19.5 1.291 22 12.408

3C205 0835+58 1.534 17.62 16.96 0.48 0.66 6759 17128 -0.05 -1.49 16.91 15.9 0.0011888 0.0004801 0.81023 -8.64 227397 23.671 0.4033 1.454 112 2.050 15.8 12.802

3C207 0838+13 0.684 18.15 17.16 0.43 0.99 7087 11935 -0.06 -0.66 17.1 16.54 0.0032754 0.0007414 1.25122 -8.95 301762 31.411 0.2256 3.449 11.2 1.048 8.4 10.51

3C208 0850+14 1.11 17.42 16.59 0.34 0.83 7766 16386 -0.1 -1.37 16.49 15.68 0.0011749 0.000381 0.64302 -8.36 175069 18.224 0.3239 1.394 98.1 1.992 11.2 7.2018

3C215 0903+16 0.411 18.27 17.6 0.21 0.67 9012 12716 -0.23 -0.78 17.37 17 0.0035691 0.0005337 0.90071 -7.77 102134 10.631 0.149 1.767 28.1 1.448 28 25.22

0922+14 0.896 17.96 17.41 0.54 0.55 6404 12141 -0.05 -0.69 17.36 16.66 0.0033524 0.0009314 1.57203 -9.32 424557 44.194 0.2769 3.953 10.4 1.018 40 62.881

4C02.27 0932+02 0.659 17.39 16.72 0.13 0.67 10000 16590 -0.36 -1.41 16.36 15.81 0.0012153 0.0002672 0.45094 -7.46 76576 7.971 0.2196 0.899 160 2.204 40 18.038

4C00.37 0957+00 0.907 17.57 17.04 0.47 0.53 6822 13010 -0.05 -0.83 16.99 16.29 0.0024604 0.0006898 1.16415 -9.04 328396 34.184 0.2797 3.027 17.9 1.254 0

4C20.24 1055+20 1.11 17.07 17.07 0.44 0 7019 14811 -0.05 -1.12 17.02 16.2 0.0018276 0.0005927 1.00025 -8.8 261978 27.27 0.3237 2.087 43.7 1.641 21 21.005

3C254 1111+40 0.734 17.98 17.98 0.15 0 9733 16878 -0.32 -1.45 17.66 17.06 0.0020863 0.0004987 0.84172 -7.57 84375 8.7828 0.2386 0.912 169 2.227 13.2 11.111

3C261 1132+30 0.614 18.24 18.24 0.24 0 8690 14026 -0.19 -1 18.05 17.53 0.0037487 0.0007794 1.31537 -8.06 133342 13.88 0.2071 1.660 44.2 1.646 10.8 14.206

3C270.1 1218+33 1.519 18.61 18.61 0.19 0 9241 23277 -0.26 -2.38 18.35 17.35 0.0012554 0.0005037 0.8501 -7.3 65810 6.8504 0.4007 0.423 1310 3.119 9 7.6509

4C21.35 1222+21 0.435 17.5 17.5 0.06 0 11061 15872 -0.52 -1.29 16.98 16.59 0.0018984 0.0002978 0.50255 -6.92 46462 4.8364 0.1566 0.765 157 2.197 10 5.0255

3C275.1 1241+16 0.557 19 19 0.23 0 8795 13694 -0.2 -0.94 18.8 18.32 0.0056394 0.0010844 1.83017 -7.99 125071 13.019 0.1912 1.686 39.5 1.597 13.2 24.158

3C280.1 1258+40 1.659 19.44 19.44 -0.13 0 15532 41299 -1.24 -4.32 18.2 17.14 0.0003619 0.0001537 0.2594 -4.93 7454.3 0.7759 0.4246 0.045 122000 5.086 19.3 5.0064

3C281 1305+06 0.599 17.02 17.02 0.13 0 10000 15990 -0.36 -1.31 16.66 16.15 0.0015295 0.0003118 0.52622 -7.46 76240 7.9361 0.2035 0.966 128 2.108 40.1 21.101

4C11.45 1318+11 2.171 16.74 16.74 0.1 0 10429 33069 -0.42 -3.53 16.32 15.06 0.0002171 0.0001088 0.18366 -6.26 25260 2.6294 0.5011 0.130 17400 4.242 5.3 0.9734

1335-06 0.625 17.68 17.68 0.14 0 9865 16030 -0.34 -1.32 17.34 16.81 0.002063 0.000435 0.73415 -7.52 80665 8.3967 0.2104 0.988 127 2.103 7.8 5.7264

3C288.1 1340+60 0.961 18.12 18.12 0.39 0 7374 14460 -0.07 -1.07 18.05 17.32 0.0031984 0.0009354 1.5788 -8.67 233903 24.348 0.2915 2.068 40.1 1.603 6.7 10.578

3C298 1416+06 1.439 16.79 16.79 0.33 0 7849 19145 -0.1 -1.8 16.69 15.72 0.0008753 0.0003389 0.57203 -8.07 134037 13.952 0.3869 0.893 285 2.455 1.4 0.8008

4C20.33 1422+20 0.871 17.65 17.65 0.44 0 7019 13133 -0.05 -0.85 17.6 16.92 0.0032195 0.000876 1.47839 -8.93 297449 30.963 0.2712 2.828 20 1.300 8 11.827

1453-10 0.94 17.37 16.88 0.44 0.49 7019 13617 -0.05 -0.93 16.83 16.11 0.0020653 0.0005944 1.00318 -8.9 288616 30.043 0.2872 2.591 25.2 1.401 30.2 30.296

3C336 1622+23 0.927 17.47 16.98 0.44 0.49 7019 13526 -0.05 -0.92 16.93 16.21 0.002199 0.0006264 1.05728 -8.91 290420 30.231 0.2843 2.634 24.1 1.382 21.7 22.943

3C432 2120+16 1.804 17.96 16.45 0.22 1.51 8902 24962 -0.21 -2.59 16.24 15.12 0.0003906 0.0001749 0.29516 -7.23 62077 6.4618 0.4476 0.358 2060 3.314 12.9 3.8075

3C2 1.037 19.35 19.35 0.79 0 5252 10698 -0.18 -0.46 19.17 18.39 0.009519 0.0029413 4.96416 -10.1 860363 89.558 0.306 7.248 3.43 0.535 5.7 28.296

3C138 0.759 18.84 14.72 0.53 4.12 6460 11363 -0.05 -0.57 14.67 14.06 0.0011545 0.0002832 0.47789 -9.34 433036 45.076 0.245 4.557 6.94 0.841 0.4 0.1912

3C147 0.545 17.8 13.32 0.65 4.48 5840 9023 -0.09 -0.23 13.23 12.76 0.0010076 0.0001904 0.32128 -9.78 646618 67.309 0.1887 8.833 1.42 0.153 1.1 0.3534

3C245 1.029 17.27 17.27 0.46 0 6887 13973 -0.05 -0.99 17.22 16.45 0.0022981 0.0007062 1.19185 -8.93 296602 30.874 0.3066 2.494 29.0 1.462 3.5 4.1715

3C249.1 0.311 15.72 15.13 -0.02 0.59 12586 16501 -0.76 -1.39 14.37 14.07 0.0005523 6.495E-05 0.10963 -6.13 22421 2.3339 0.1175 0.492 286 2.456 23 2.5214

3C273 0.158 12.8 12.8 0.21 0 9012 10436 -0.23 -0.42 12.57 12.41 0.0006432 4.098E-05 0.06916 -6.78 41110 4.2793 0.0637 1.665 13.5 1.131 19.6 1.3556

3C323.1 0.264 16.69 16.38 0.11 0.31 10282 12996 -0.4 -0.83 15.98 15.72 0.0019023 0.0001936 0.32667 -6.85 43495 4.5275 0.1016 1.104 49.0 1.690 68.2 22.279

3C334 0.555 16.41 15.9 0.12 0.51 10139 15766 -0.38 -1.28 15.52 15.04 0.0009442 0.000181 0.30555 -7.38 71445 7.437 0.1915 0.962 122 2.086 41 12.528

3C351 0.371 15.28 14.6 0.13 0.68 10000 13710 -0.36 -0.95 14.24 13.9 0.0007378 0.0001011 0.17064 -7.26 63853 6.6467 0.1369 1.202 55.7 1.746 59 10.068

3C351 0.371 15.28 14.6 0.13 0.68 10000 13710 -0.36 -0.95 14.24 13.9 0.0007378 0.0001011 0.17064 -7.26 63853 6.6467 0.1369 1.202 55.7 1.746 5.5 0.9385

3C446 1.404 18.39 18.06 0.44 0.33 7019 16874 -0.05 -1.45 18.01 17.05 0.0020804 0.0007925 1.33751 -8.58 214432 22.321 0.3801 1.454 106 2.024 0.4 0.535

(若觉得本表字体太小，请增大窗口的显示比例为 200% 或更高。)
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6. 类星体方程组求解数据的图解分析

将表 2 中 38 个类星体的求解数据用 Excel 生成类星体的各种关系图，通过这些图就更能直观地显

露类星体方程组揭示的类星体的一些规律与特性了。

6.1. 类星体在赫罗图上的位置

类星体在赫罗图 (图 6.1) 上的斜率，跟超巨星、巨星的斜率非常接近。类星体所处的位置好象是

比超巨星的还要超巨的位置，在光变类星体与超巨星之间是造父变星的位置，图上未标出。

 图 6.1 类星体在赫罗图上的位置

6.2. 类星体的红移分布图

[美]G.R.伯比奇曾指出类星体的红移分布存在一些密集处与稀少处
[4][5]

。

根据类星体方程组的计算数据，类星体的红移中引力红移占主要分量，可见 (表 2)，将这些数据绘

出类星体的引力红移分布图 (图 6.2)，从该图中可看出这种引力红移的分布主要是非光变类星体引起，

说明非光变类星的某些稳定的星体壳层结构，可产生某些密集的引力红移值，见 (图 6.2) 上方兰色点。

但光变类星体的体壳层结较快的变化之中，所以光变类星体的引力红移分布较散，见 (图 6.2) 下方黄

色点。

图 6.2 类星体的引力红移分布图



HANS Preprints NOT PEER-REVIEWED

汉斯预印本 未经同行评审

48

HANS PrePrints | https://doi.org/10.12677/hans.preprints.xxx. | CC-BY 4.0 Open Access | rec: 11 August 2016, publ: 12 August 2016

图 6.3 类星体的距离红移分布图

类星体的距离红移分布如 (图 6.3)，非光变类星体距离红移较集中，而光变类星体的距离红移较分

散，这是因为近处的光变至较弱光变类星体与远处的光变至较强的光变类星体亮度接近，都被观测为一

些相近的视星等 (最亮的一批类星体) 引起。(注意：作者使用的是一批最早观测到的较亮的类星体。)

6.3. 类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系图

通常尺度半径大可增大亮度，引力红移过大会降低亮度。

6.3.1 非光变类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系图

图 6.4 非光变类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系图

非光变类星体基本符合：尺度半径大可增大亮度，引力红移过大会降低亮度；引力红移适当大时，

质量大对发光的供献高于引力红移对发光的损耗时，有一段引力红移增发光也增的阶段。

6.3.2 光变类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系图

光变类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系较复杂，看来光变类星体的质光比μ还不能作常数

处理，光变类星体的质光比μ还会与其它一些量有关，这有待使用更多的光变类星体的观测数据来确定

这种关系。
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图 6.5 光变类星体的光度与尺度半径及引力红移的关系图

6.4. 非光变类星体的距离 r与子源投影线分离 rθ的关系图

因光传输的时延，距离 r也具有时标性质；子源间最大投影线分离 rθ也是随时间增大的也具有

时标性质 (非最大值会受子源间连线与视向夹角大小影响)。因此类星体的距离 r 子源投影线分离 rθ
的关系图上，同一的类星体质量组的最大子源投影线分离 rθ 的临界线 Max.rθ(r) 应具有负斜率，见 (图

6.6)。

7. 小结

通过以上的图解分析，可见本文的类星体方程组求解的数据已显露了一些类星体的规律特性。因此

呼于专业天体物理工作者对本文的类星体方程组作进一步的验证。

注：一些读者对本文中类星体方程组求解过程将解的解释式转换为以 10 为底的对数形式感到不理

解，为什么要作这种形式的转换呢？这是因为本文的初稿形成于 70年代，当时求解类星体方程组的计

算是用查 10 位对数表[12]结合加法笔算求得的，80 年代有了电子计算器后又用电子计算器作了验算，90

年代有了微机与 Excel 软件又再作了一次的验算。由于以后的验算都一采用早期已形成的计算式，因此

有本文的以 10 为底的计算式。
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图 6.6 非光变类星体的距离 r与子源投影线分离 rθ的关系图
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附录 3 类星体在赫罗图上的分族特性

——类星体的本质 (验证 2) 简介

正确的距离才能得出正确的光度，正确的光度才能作出正确的赫罗图，从而在图上显出特性。

类星体的本质 (验证 1) 因是早期所作，数据量小 (24 个星系、38 个类星体)。近年来用星系

NED-D8.1.0 (1 万多星系)、类星体 SDSS DR7 (10 多万类星体) 等数据作了统计分析，计算式仍然是用

类星体的本质 (验证 1) 的计算算式，仅类星体的表面温度计算[1]作了改进，完善了高温端吻合，重新

统计求出

b = 1.107×1010pc = 1.107×1010秒差距， (F3.1)
μ = 18.36， (F3.2)
(因类星体在演化的各期质光比在变化，目前数据不足暂用这一 μ 值数据，以后有待进一步分类

确定质光比。)

通过分析，作出了更有说服力结果，例如用作者的方法计算的类星体距离与子源角分离的关系图

(图 1) 跟 宇宙论计算的类星体距离与子源角分离的关系图 (图 2) 对照。

本文把作者方法得出的类星体距离称为微积开距离，以便与宇宙学距离好分别说明。

图 1 作者的方法计算的类星体距离与子源角分离的关系图
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图 2 宇宙论计算的类星体距离与子源角分离的关系图

从上述(图 1)与 (图 2)的对照可看出, (图 1)符合距离越远子源角分离越小的规律, 说明微积开

距离更符合规律，宇宙学距离有悖于距离越远子源角分离越小的规律。

用作者的方法计算的类星体距离得出的光度跟 宇宙论计算的类星体距离得出的光度，作出对照赫

罗图见 (图 3)，从中可看出用宇宙学距离作的赫罗图就少有精细的轨迹结构，由作者的理论求解的数

据作出的类星体赫罗图就有精细的轨迹。

用宇宙学距离作的赫罗图就少有精细的轨迹结构的中心放大图见 (图 4)。
由作者的理论求解的数据作出的类星体赫罗图就有精细的轨迹的放大图见(图 5)与中心放大图见

(图 6)。在该二图中在类星体的密集区存在一条鸿沟，鸿沟二侧的类星体赫罗图参数相近，为方便描述

把图中鸿沟上边缘称为北岸、下边缘称为南岸。

这道鸿沟是数学游戏产生的，还是类星体的真实特性的反应呢？那么我们可把北岸的类星体的光

谱与南岸的类星体的光谱[2]找出来比较一下就能明白了。比较发现北岸的类星体的光谱 (图 8)与南岸

的类星体的光谱 (图 9)有很大的差别。这说明这是真实的类星体特性，用微积开引力红移式扣除了一

个正确的引力红移值，因此得出正确的类星体距离。

若把二岸的类星体数据作出二阶的拟合曲线，并以二曲线的间距系数差作修正，得出二岸内部的

分族曲线族。北岸的分族曲线族 (简称北族线)为：

  
   ,1698.26542.3lg_9149.20439.27

lg_026.1871.11_ 2





kTk

TkM gbol

(F3.3)



HANS Preprints NOT PEER-REVIEWED

汉斯预印本 未经同行评审

53

HANS PrePrints | https://doi.org/10.12677/hans.preprints.xxx. | CC-BY 4.0 Open Access | rec: 11 August 2016, publ: 12 August 2016

南岸的分族曲线族 (简称南族线)为：

  
   ,1698.2824.5lg_9149.29588.29

lg_026.1897.12_ 2





kTk

TkM gbol

(F3.4)
族参数 k为正的实系数，k以 1 位小数的精度取值，当 k = 0 时，式(F3.3) 称为 B0 族线，为北岸

线的数值拟合线，式 (F3.4) 称为 N0 族线，为南岸线的数值拟合线。当 k = 1.2 时，式 (F3.3) 称为 B1.2
族线，为北族线，式 (F3.4) 称为 N1.2 族线，为南族线。余类推。

先试找出 B1 族线、B0 族线、N0 族线与 N1 族线共 4 条族线旁的类星体光谱，作出合成光谱。其

中 B1 族线旁为 156 个类星体合成光谱见 (图 7)、B0 族线旁为 59 个类星体合成光谱见 (图 8)、N0 族线

旁为 26 个类星体合成光谱见 (图 9) 与 N1 族线旁为 52 个类星体合成光谱见 (图 10)。

北岸边缘 B0 族的 59 个类星体的合成光谱就显得活跃度差点。

南岸边缘 N0 族的 26 个类星体的合成光谱，显得较活跃。

为什么会存在鸿沟？鸿沟二岸的类星体物理上有什么区别？有待天文学家进一步观测研究。关注

鸿沟二岸的类星体具体成员的读者可 Email 索取二岸数据图表。

上述 (图 7)、(图 8)、(图 9)、(图 10) 4 个光谱合成图的红移高端合成谱线都下方，红移低端合

成谱线都上方，因为引力红移占类星体红移的主要分量 ( SDSS DR7 的取大 ξ = 0.07906893 ) ,因此

说明类星体在赫罗图上还存在与引力红移相关的分族特性，类星体在赫罗图上与引力红移相关的分族特

性见 (图 11)。每个类星体都可求出它所在的族线的截距 K，该值与引力红移强相关 (图 12)。

对类星体 DR7 的统计分析更多的内容待微积开概念 V2.3的补增。

参考文献：

[1] 胡宜宁 巩岩，星模拟器星光颜色模拟的初步研究，光电工程，2010 年 2 月第 37 卷

第 2 期，第 65 – 73 页。

[2] SDSS，SDSS DR7，http://sdssorgdev.pha.jhu.edu/dev/zh/tools/search/
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图 3 二种距离定光度的对照赫罗图图

图 4 宇宙论计算的类星体距离得出的赫罗图中心放大图
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图 5 作者的方法计算的类星体距离得出的赫罗图

图 6 作者的方法计算的类星体距离得出的中心放大赫罗图
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图 7 B1 族合成光谱图

图 8 B0 族合成光谱图
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图 9 N0 族合成光谱图

图 10 N1 族合成光谱图
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图 11 类星体在赫罗图上与引力红移相关的分族特性

图 12 lg(1+Zy)与族参数 K 关系图
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附录 4 主要变量符号表

BC1 红移热星等改正

BC2 热星等改正

b 光子的能量损耗率

b1 距离公式常数

b2 距离分量因子公式常数

c 光速

E 光子能量

E’ 观察到光子的能量

E0 光子初始能量

G 万有引力常数

H 哈勃常数

h普郎克常数

L 光度

L⊙太阳光度

M 天体质量

M⊙太阳质量

Mbolg 改正绝对热星等

Mbol⊙ 太阳的绝对热星等

m 光子质量

mbol 热视星等

mbolg 改正热视星等

m0 光子初始质量

pc 秒差距

R 天体半径

R⊙ 太阳半径

R(t) 人口函数

r 距离

r0 以秒差距为单位的距离数

r(θ) 极坐标的模

T 表面温度

TZ观测色温度

v 粒子的速度

v0 粒子的初始速度

Z 红移量

Zr 距离红移量

Zu 随机速度红移量 (负值为紫移)

Zy 引力红移量

z 广义相对论定义的红移

λ 光子波长

λ0 光子初始波长

μ质光比

ν 光子频率

ν0 光子初始频率

ξ 距离红移分量因子

ξi 小区间中点

K 族线的截距，族参数

乘积分符号

微积开符号

微开符号

 微对数符号

∧
微根符号

▽ 增率符号
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